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Sur les lignes gêodésiques des surfaces à courbure 

constante. 

Par K. Liouville. 



L'objet de ce mémoire est d'indiquer la signification géométrique des équa- 
tions différentielles du second ordre ayant leur intégrale générale linéaire par 
rapport aux constantes arbitraires et de former leurs invariants pour toutes les 
substitutions qui ne changent point, soit l'inconnue, soit la variable indépen- 
dante. 

I. Les lignes gêodésiques d'une surface à courbure constante peuvent être 
transformées toutes ensemble en un système plan de lignes droites, car, après 
application sur une sphère, les plans qui passent par le centre de cette dernière 
tracent sur celui qu'on a choisi toutes les lignes droites qui y sont contenues. 

J'ajoute que chaque équation différentielle du second ordre, capable de 
représenter les droites d'un plan, c'est à dire ayant son intégrale générale linéaire 
par rapport aux constantes arbitraires, peut être regardée comme définissant les 
lignes gêodésiques d'une surface à courbure constante. Soit en effet donnée ainsi 

aiZi + «2^2 + «323 = , (1) 

l'intégrale dont il s'agit; a x , a 2 , <x 3 désignent des constantes arbitraires, z lt z 2 , z 3 , 
des fonctions connues des variables x et y, entre lesquelles a lieu l'équation 
différentielle : le premier membre de (1) est la solution générale d'un système 
d'équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre, 
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et l'on peut, dans celui-ci, multiplier l'inconnue z, par un facteur ^, sans que la 
relation (1) soit essentiellement modifiée. Si donc on fait en sorte que le 
produit 

tttë + 4 + 4), (s) 

soit une constante c a , les expressions z-^l, 2 2 a, . . . . , étant celles qui déterminent 
les points d'une sphère en coordonnées cartésiennes, et l'équation établie entre 
x et y n'ayant pas changé, il est mis en évidence qu'elle appartient aux lignes 
géodésiques d'une surface à courbure constante. 

Ainsi la recherche de ces lignes équivaut précisément à l'étude d'une équa- 
tion différentielle, dont l'intégrale ne contient qu'au premier degré les constantes 
arbitraires ; comme on le montrerait sans peine, tout revient en ce cas à l'inté- 
gration d'une équation différentielle linéaire, du troisième ordre. 

Lorsqu'on donne l'élément linéaire, 

ds = Vedy % + 2/dxdy + gdx*, 

d'une surface, l'équation des lignes géodésiques s'en déduit par des formules 
déterminées et connues, mais la question inverse, notamment pour les surfaces à 
courbure constante, mérite quelques explications. Soit donc 

y" + «i2/ /3 + 3a 22 /' 2 + 3a 32 / + a 4 = , (4) 

l'équation des lignes géodésiques pour une surface de cette espèce ; a lt a a , . . . . , a 4 
sont fonctions à'x et d'y et vérifient des relations faciles à former. Pour trouver 
les expressions correspondantes de e,/,g, il convient d'obtenir d'abord le 
système, analogue à (2), corrélatif de l'équation (4) et dont trois intégrales satis- 
font à la condition 

2z* = z\ + zl + zl=l. (5) 

Je supposerai que ce soit le système (2) lui-même et il en résultera évidemment 

*(£)'=*•• *££= r - *(£)=* 

c'est à dire & 2 = T"dx* + iT'dxdy + Tdy* ; (6) 

comme on connait l'un des systèmes qui peuvent être pris pour corrélatifs de 
l'équation (4), par exemple le suivant 

dh , dz dz 



df + ai dx ~ " 2 By ' V dy 

dh dz dz 



+ (È"~^~ + 2a ^s-M)^=0 = A(z), 



i d« dz /3« 3 3«2 i \ _ n _ ai r \ 



(7) 
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le point est de trouver le facteur p, par lequel il faut multiplier ses intégrales 
pour justifier l'équation (5), ou, ce qui est la même chose, de déterminer, pour le 
système entièrement donné (7), l'expression de la somme 

or un calcul très simple fournit les quatre équations, aux dérivées partielles du 
troisième ordre satisfaites par la fonction 0: 

dA"{6) 



+ 



2a 3 .A" ($) - 2a 4 A> (6) + 3 (^ - %± + 2 « 2 a 4 - 2a|)J^ 



dA '( d ) , „ a,, ta, _ ^m . ^9«3 3a 3 , \ 3C 



+ 



a,. 4" (0) - a 4 .4 (0) + 2 (^ — "^ + «i«4 - <Wh) 



. / 3a 4 3a 8 A 3# r 3 / 3a. 3a, , \ 

+ a *(lïï-lït + 2« 2 a 4 - 2a|) - a 4 (^ - |* + 2a 1 a 3 - Staj)] = 0, 
etc., 

elles sont linéaires et admettent six intégrales communes ; de l'une d'elles, on 
conclut un système d'expressions pour T, T', T" ou e,f, g. 

Ainsi, quand l'équation (4) est donnée, les coefficients e,f, g du carré de 
l'élément linéaire ne sont pas complètement déterminés ; leurs expressions ren- 
ferment six constantes arbitraires, qui y entrent d'une manière homogène. 
Soient (ei,/i, #1), (e 2 ,/ 2 , g 2 ), deux systèmes distincts d'expressions pour les 
coefficients e, f, g et soient (x lt y-^), (x 2 , y 2 ), respectivement, les variables corres- 
pondantes: la substitution (a^ , y x ; x % , y 2 ) est visiblement l'une de celles, en 
nombre infini, qui transforment l'équation (4) en elle-même. 

II. D'après ce qui précède, il est clair que les équations semblables à (4) 
sont toutes réductibles à celle-ci 

y" = 

et par conséquent les unes aux autres ; elles ne peuvent donc avoir d'invariants 
pour l'ensemble des transformations générales 

x 1 = Q(x, y)', y 1 = i>{x, y); 
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mais il n'en est pas de même si l'on se borne à changer, soit la variable, soit 
l'inconnue et, pour fixer les idées, c'est de ce dernier changement qu'il sera ques- 
tion, l'autre étant d'ailleurs exactement pareil. 

Il convient d'appeler invariants relatifs, à l'égard des transformations 

x 1 = x, y 1 = ^(x,y), (8) 

dont il s'agit, les fonctions des coefficients a x , a % , . . . . , œ 4 et de leurs dérivées, 
qui se divisent par une puissance de 

d± 

dy 

après la substitution (8) ; l'exposant de cette puissance est le poids de l'invariant 
considéré ; s'il est nul, l'invariant est dit absolu. D'après ces deux formules, 

yi-y 1 -ty+-fa> 

Vl y 3y +y dtf + ly dxdy + dx* ' 
le coefficient de y®, dans l'équation transformée de (4), est 

a 1 est donc un premier invariant relatif, de poids égal à 2 . 

Une forme invariante ou canonique de l'équation proposée en résulte sans 
difficulté, car la fonction ^ définie par cette relation 

— (-^I = constante, 
a i s dy ' 

ou, avec plus de généralité, par la suivante 

est manifestement un invariant absolu ; lorsqu'on la prend pour inconnue dans 
l'équation (4), la transformée est canonique ; ses coefficients jouent le rôle 
d'invariants absolus, mais ils dépendent d'une quadrature et ne sont point 
en conséquence des invariants proprement dits. Or certaines questions exigent 
que l'on distingue les invariants de cette espèce ; il convient donc de chercher 
un système de fonctions, formées uniquement par combinaisons algébriques des 
coefficients et de leurs dérivées, données en outre de la propriété d'invariance. 
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C'est à quoi l'on peut parvenir en général comme je devais expliquer. 

z, -~— , -p— , sont des fonctions d'à; et d'y, déterminées par les relations (2); elles 

deviennent des fonctions d'une seule variable satisfaisant aux équations différ- 
entielles 

*(£)+{("£ + «t + , -')+"(*£ + et+ »)}*=•■ 

dès qu'on y remplace y par l'une des expressions qui vérifient l'équation (4). Je 
considère en particulier la combinaison 

■!+»*=?, (io) 

où j'ai désigné par 1 une fonction arbitraire d'x et d'y. Aucune des transforma- 

dz 
tions (8) ne peut introduire -~- dans le premier membre de (10) et il résulte du 

(jX 

système (9), 

àX = -â- \%dx — (Pdx + Pdy)1 + (Ç — hz)\%dy — (Q'dx + Qdy)] 

+ 2 [da, _ ( 7»<fe. + 2By)] . (11) 

Par un choix convenable de 31, je puis rendre nul le coefficient de -^— , dans cette 

ÇjX 

relation, ce qui exige 

*=P + Py>; (12) 

cela fait, les transformations (8) laisseront toutes à l'équation (11) le caractère 
d'une relation entre z et £ seulement ; £ est donc, en vertu de (12), l'expression 

dz 
d'un invariant ; il est visible de plus que z est un invariant absolu, -~— un inva- 
riant relatif, de poids 1 ; il en est donc de même de 2,. Ainsi, le premier 
membre de l'équation (12) et par suite la combinaison 

F + Py' 

jouent le rôle d'invariant relatif, de poids égal à 1 . Une autre combinaison de 
même espèce est connue avant toute recherche, c'est le déterminant fonctionnel 

3% 3% 



*=£ 



1 dx dy 
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des trois solutions du système (2) et l'on sait que d'ailleurs on a 
d log A = - [(P + Q)dy + (P" + Q) dx] , 

outre les relations, déjà signalées dans un Mémoire antérieur (Journal de l'Ecole 
Polytechnique, LVIP Cahier), 

P = a lt 2P— Q=Sa,, P' — 2Q = 3a 3 , Q" = — a,. 

On en déduit d'abord p , _ 1 3 log A . 

r ~ a * ~ T dy ' 

mais A peut être pris à volonté parmi les invariants relatifs de poids 1 , sans que 

la correspondance établie entre l'équation donnée (4) et le système (2) soit 

troublée. 

J'en profite pour poser 

A 2 = a i; 

l'expression (12) se change alors en la suivante 

1 31ogai . , / 1Q x 

«a — -g âj h «i2/ (13) 

et, si l'on divise par a[ ce covariant de l'équation (4), le quotient n'est modifié 
en aucune manière par les transformations indiquées ; pour obtenir une condi- 
tion invariante, il suffira d'exprimer que ce quotient, multiplié par dx, 

a\dy + («2«F è w~ a r* — o M dx, 

est une différentielle exacte. Je trouve ainsi la relation 

^ £ + 2 - i (f - 6 «*) - 3 w(w - ^ = °- (14) 

dont le premier membre ne peut être autre chose qu'un invariant relatif, et la 
substitution simple, cy x = y 

en montre immédiatement le poids, pourvu que c soit une constante. La con- 
clusion est que cette combinaison 

"• = « £ + ^ £(£ - 6 ^) - 3 1 (f - 6 <*"0 • < 16 > 

des coefficients de l'équation (4) et de leurs dérivées, est un invariant de poids 
égal à 6 . 
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J'ai remarqué, dans un autre travail, une équation du second ordre, cova- 
riante de (4), pour toutes les transformations qui n'en changent pas la variable ; 
voici cette équation 

-i(f- 2 è+«-)=°. ("> 

à laquelle on peut donner le nom d'adjointe de la proposée, car il y a entre elle 
et le système adjoint à (2) la même correspondance qu'entre l'équation et le 
système (2). Il est clair qu'un nouveau covariant des équations (4) et (16) est 
leur différence, qui se réduit au premier ordre ; on aura donc une condition inva- 
riante à satisfaire, si la valeur d'y' qui fait évanouir l'expression (13) doit annuler 
aussi cette différence, ce qui implique 

(^ - 6«t«.)(lïr - 3a * a - 6al (|f - f? + a ^) = °- ( 17 ) 

On en conclut que le premier membre v 5 de la relation précédente est un inva- 
riant relatif, de poids 5 . 

Enfin, l'on en trouve un troisième, en cherchant sous quelle condition 
l'équation différentielle 

et une intégrale première de la proposée. L'expression qui doit alors être nulle 
et qui se représente ainsi 

v s = 864 -l-(^- 6%« 2 ) + 6% (^ - **!,) . -|- (§^ - 6c*!,) 
-\-\-?) Qa^j + 18^2 ( -p. Qa^j 

~ 12 (tr - 6aA )(w + 6aï it - 9asa + 63 - a ^> ( is ) 

est un invariant, de poids 9 . 

Je suppose d'abord que l'un au moins des invariants absolus 

îVC 3 , v\aï 5 , v\a^ (19) 
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contienne la variable y ; en le prenant pour inconnue, on met lequation (4) sous 
forme invariante, sans qu'aucune quadrature ait été nécessaire. Ses coefficients 
sont alors des invariants absolus proprement dits, entre lesquels l'élimination 
d'y établit trois relations caractérisques. 

Je suppose au contraire les trois expressions (19) fonctions de x seulement; 
en ce cas, il faut recourir à la transformée canonique déjà signalée, dans laquelle 
le coefficient d'y' 3 ne dépend que de x ; je l'écris de cette manière 

y" + *iy' 3 + 3a 2 y>* + 3a 3 y + <x 4 = (20) 

et je remarque d'abord que la relation 

v e aT 3 = fr (x) , 

jointe à celles-ci da x da x , 

dy ' dx *' 

entraine „ 3a» , ai , . 

2 'di = ai ~ 6 ^ 1 ^' 

Si donc on a déterminé a lt comme cela est permis, par la formule 

6a[ — cc^! (x) = , 

on voit que a 2 ne contient pas y. 

Ayant de plus v 9 aj~ 2 = <£> 2 (x) , 

ou, ce qui est la même chose, 

af<£>i(x) + 6 3 .(a 2 ai — a, x aJ % + 2a| — 3aja 2 a 3 + aja 4 ) = , (21) 

on connait, entre a 3 et a 4 , une relation linéaire où n'entre que la variable x. 

Par suite, l'équation ^af 2 = $ 0*0 

qui a lieu aussi suivant l'hypothèse et qui s'écrit encore de cette façon 

6a\ (-^- + a^ — aA + 6aja 2 (a{ — 2>a x a s ) + afo (x) = , (22) 

définit pour a 3 une fonction linéaire de y . 

Soient I x , L % les expressions, signalées ailleurs (0. R. de l'Acad. des Se. de 
Paris, 28 nov. 1887), qui s'évanouissent quand l'équation (20) a son intégrale 
générale linéaire par rapport aux constantes arbitraires; a lf a 2 ne renfermant 
pas y , la combinaison 

0*\I\ <*2-^2 
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peut être représentée sous la forme 

— -p— a. % a[ — G^Og + 2oc| — Sabots + a|a 4 (23) 

comme on le prouverait sans peine. Or l'ensemble des termes compris dans la 
dernière parenthèse est une fonction de x; d'après l'équation (21), le premier 
membre de l'équation (23) est nul ; les termes qui y figurent dans la première 
parenthèse constituent donc une fonction linéaire de y et cela ne se peut évidem- 

ment, si Ion n a pas ~~— = . 

Cette équation ayant lieu, a 3 et par suite a 4 , c'est à dire tous les coefficients 
de l'équation (20) sont fonctions de la seule variable x, ce qui donne un cas 
déjà étudié et ramené aux quadratures. C'est le seul dans lequel la méthode 
indiquée ne conduise point à une transformée canonique à l'aide des invariants 
proprement dits, quand a x n'est pas nul, et il est clair qu'il devait échapper en 
effet à toute considération fondée sur l'emploi unique de ces invariants. 

Si a 1 est nul, l'intégration dépend d'une équation différentielle, linéaire et du 
troisième ordre, ne contenant aucun paramètre: la formation de cette dernière est 
le moyen le plus commode d'étudier l'équation proposée ; mais, ayant déjà traité 
ce sujet, je n'ai point à en parler ici. 

Dans le cas général, j'ai montré comment l'intégration de l'équation (4) se 
ramène aux opérations suivantes: 

1°. Chercher une solution du système linéaire 
dV 

— pv—pz =0, 



dy 
<^-q>V-QZ+U=0, 

^R—T'V—TZ = 0, 

dy 



(24) 



dans lequel la variable x est regardée comme une constante ; 

2°. Intégrer une équation différentielle, linéaire et du 3° ordre, où n'entre 
aucun paramètre. 

Or, on peut établir que la fonction Z joue le rôle d'un invariant relatif, 
de poids 1 , pour toutes les transformations (8) et il en résulte que, si l'on consi- 
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dère l'équation déduite du système (24), à laquelle satisferait l'inconnue 

Zaï\ 

isolée des deux autres, ses invariants absolus, sont, au sens même qui a été donné 
à ce mot par Mr. Halphen, des invariants de l'équation proposée (4), tels que 
nous les avons définis. 

Deux cas surtout sont dignes de remarque. 

Le premier se présente quand toutes les relations entre ces invariants 
demeurent indépendantes d'y; les solutions du système (24) s'obtiennent alors 
par des quadratures ; 

Le second a lieu, quand toutes ces relations sont au contraire indépendantes 
de x ; le système (24), dont il faut avoir une intégrale, peut se réduire alors à 
une équation différentielle, du troisième ordre et linéaire, ne renfermant aucun 
paramètre, de sorte que tout le problème aboutit à des équations de cette nature. 

Paris, le 20 avril 1888. 



